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ПОБУДОВА УЗАГАЛЬНЕНИХ ДІАГРАМ ПОВТОРНОГО 
ПЛАСТИЧНОГО ДЕФОРМУВАННЯ МАТЕРІАЛІВ ЗА СКЛАДНОГО 
НАПРУЖЕНОГО СТАНУ 
 
 
Предложены методики построения обобщенных диаграмм пластического деформирования 
материалов при повторном нагружении по произвольной лучевой траектории в пространстве 
напряжений, не совпадающей с траекторией предварительного нагружения. При этом используется 
принцип Мазинга -Москвитина, обобщенный на случай сложного напряженного состояния.  
 
The procedures of generalized stress-strain curve construction for plastic straining of materials at 
reloading by the arbitrary radial path in the stress space were proposed. At the same time the preloading and 
reloading paths are not coincided. The Mazing-Moskvitin principle generalized for the complex stress was used. 
 
 
Постановка задачі 
Під час експлуатації багатьох конструкцій, а також виконання технологічних 
операцій із виготовлення деталей ( кування, штампування, гнуття тощо) матеріал часто 
після попереднього пластичного деформування піддається повторному навантаженню, 
яке не збігається з попереднім.  Вивчення діаграм повторного деформування має 
важливе значення як для дослідження закономірностей деформаційного  зміцнення 
матеріалів, так і для розв’язання задач про напружений і деформований стан 
конструкцій в пластичній області при повторно-статичному і циклічному 
навантаженнях. 
Дослідженню закономірностей повторного деформування присвячено багато 
робіт, результати яких узагальнені в монографіях [1, 2, 3] та ін. Рівняння діаграм 
повторного деформування були запропоновані Г. Мазінгом, Г. Шої, Р. Вуллі , В.В. 
Москвітіним, А.П. Гусенковим і Р.М. Шнейдеровичом.  Однак відомі підходи до 
аналітичного описання діаграм повторного деформування стосувались випадку, коли 
кут між траєкторіями початкового і повторного навантаження в просторі напружень 
складав 0180 .  
Запропонована стаття присвячена аналізу результатів експериментального 
дослідження пластичного деформування матеріалів за складного напруженого стану і 
розробці на його основі методики побудови діаграм пластичного деформування в 
координатах інтенсивність напружень – інтенсивність деформацій  при повторному 
навантаженні по довільно орієнтованій в просторі напружень променевій траєкторії, 
яка не збігається з траєкторією  попереднього навантаження. 
 
Аналіз діаграм повторного деформування при розтягу-стиску 
Аналіз кривих повторного одновісного розтягання показує, що вони після певного 
рівня повторної пластичної деформації (0,2...0,4%) практично збігаються з відповідною 
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кривою для матеріалу у вихідному стані ( )pS Ф Э= , якщо початок координат кожної із 
них змістити по відношенню до вихідної на величину попередньої пластичної 
деформації. На рис.1 в координатах 23S σ=  і 32р рЭ ε=  представлена крива 
одновісного розтягу сталі 40Х з періодичними розвантажуваннями після різних 
величин попередньої  деформації рпрЭ  [ ]4 . Як видно, границі пропорційності при 
повторному навантаженні значно менші напружень, які були досягнуті в момент 
початку розвантаження. Причому ця різниця, як і величина повторної пластичної 
деформації рсЭ
∗ , після якої вихідна  і повторна криві збігаються, ростуть зі збільшенням 
попередньої деформації.  
Для описання діаг-
рам при одновісному 
стиску після попереднього 
розтягу часто викорис-
товують принцип Мазінга-
Москвітіна [ ]1 , згідно з 
яким в системі координат 
pσ ε∗ ∗− , початок якої 
розміщено в точці початку 
розвантаження, а осі якої 
паралельні і напрямлені 
протилежно осям кривої 
попереднього наванта-
ження pσ ε− , крива 
стиску описується рівнянням 
( )pФσ μ ε μ∗ = ,     (1) 
де функція Ф така ж сама, що у рівнянні вихідної діаграми деформування, а μ  – 
параметр, який не залежить від рівня попередньої пластичної деформації і визначається 
експериментально. Аналогічно будуються діаграми повторного розтягу після 
попереднього стиску. 
В роботі [ ]4  показано, що для хромистих сталей краще узгодження 
експериментальних і розрахованих повторних кривих досягається, якщо початок 
системи координат pσ ε∗ ∗−  розмістити в точці, що лежить  не на вихідній кривій 
деформування, а на кривій границь пропорційності.  
 
Деформаційне зміцнення матеріалів за складного напруженого стану 
Надалі процеси навантаження і деформування матеріалів будемо розглядати в 
площинах напружень 1 2S S−  і пластичних деформацій 1 2p pЭ Э−  п’ятивимірних 
 
Рис. 1. Результати випробувань сталі 40Х при 
одновісному розтягу з проміжними розвантаженнями 
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просторів напружень ( )5S і деформацій ( )5
pЭ  Ільюшина [ ]5 . Перехід до цих площин, 
тотожних відповідним девіаторним площинам тривимірних просторів головних 
напружень і деформацій, дозволяє просторову задачу звести до плоскої. Компоненти 
п’ятивимірних просторів пов’язані з головними напруженнями і деформаціями 
залежностями: 
( )1 1 2 31 26S σ σ σ= − − ;  ( )2 2 3
2
2
S σ σ= − ; 2 21 2 23 iS S S σ= + = ; 
1 1
3
2
р рЭ ε= ;  ( )2 2 322р р рЭ ε ε= − ;  ( ) ( )2 21 2 32р р р ріЭ Э Э ε= + = , (2) 
де ,
р
і іσ ε  – інтенсивності напружень і пластичних деформацій відповідно. 
Для побудови діаграм  повторного деформування ( )pS Ф Э∗ ∗∗=  необхідні дані про 
границі текучості матеріалу при повторному навантаженні. Таку інформацію за 
складного напруженого стану може дати модель зміцнення матеріалу, що описує 
еволюцію поверхні текучості матеріалу в процесі пластичного деформування.  
Як показують дослідження [ ]6 ,  початкова поверхня текучості більшості сталей 
описується умовою Губера-Мізеса, якій в площині 1 2S S−  відповідає коло. Причому 
форма поверхні не змінюється зі зміною допуску на пластичну деформацію рЭδ , за 
яким визначаються границі текучості. Якщо поверхні текучості будувати за технічнім 
допуском 0, 2%рЭδ = , то еволюція поверхонь добре описується ізотропно-
кінематичною моделлю [ ]7 . Радіус R і зміщення а поверхні знаходяться з дослідів на 
одновісні розтяг і стиск попередньо розтягнутих зразків. 
Якщо необхідно описати діаграму, починаючи практично з нульової пластичної 
деформації, тоді потрібно використовувати поверхні текучості , побудовані за дуже 
малими допусками на пластичну деформацію. Такі поверхні текучості будуть близькі 
до поверхонь границь пропорційності. Як показують дослідження, за малих допусків 
може спостерігатися складна трансформація поверхні текучості [ ]8 . У цьому випадку 
слід поверхні в площині 1 2S S−   апроксимується або двома еліпсами [ ]9  (рис. 2,а) або 
колом (фронтальна частина) і еліпсом (тильна частина) [ ]10  (рис. 2,б).  
Параметри b, c, d, a і R указаних поверхонь текучості визначають з дослідів на 
одновісні розтяг і стиск, а також на двовісний розтяг по двох траєкторіях у першому 
випадку і одній траєкторії у другому випадку після попередньої деформації розтягом..  
Згідно з постулатом ізотропії [ ]6 , поверхня текучості в просторі ( )5S є поверхнею 
обертання відносно траєкторії навантаження і її геометрія не залежить від положення 
траєкторії в просторі напружень, а визначається величиною  пластичної деформації. 
Таким чином, для описання зміцнення ізотропних матеріалів достатньо дослідити 
еволюцію їх поверхонь текучості під час одновісного розтягу. 
 
Вісник національного технічного університету України «Київський політехнічний інститут» 
196 
. 
Рис.2. Поверхні текучості матеріалів у вихідному стані (1) і після попереднього 
навантаження в напрямку 1S  (2): а – технічно чистий алюміній, 0,5%
р
прЭ = , 
0,01%рЭδ = ; б – сталь 40Х, 2,5%рпрЭ = , 0,03%рЭδ =  
 
В роботах [ ]8 10−  та ін. показано, що параметри, які визначають розміри 
наступних поверхонь текучості, лінійно залежать від величини попередньої пластичної 
деформації. Тому функції ( ) ( ) ( ) ( ), , ,р р р рпр пр пр прb Э c Э d Э R Э  легко встановити, знаючи 
величину параметрів при деякому фіксованому значенні рпрЭ . 
Зіставлення поверхонь текучості матеріалу у вихідному і деформованому станах 
(див. рис.2) показує, що для траєкторій повторного навантаження, що перетинають 
фронтальну частину наступної поверхні, границі текучості (пропорційності) вищі, чим 
у  вихідного матеріалу ( )0p pS S∗ ≥ , а для траєкторій, що перетинають тильну частину 
поверхні текучості, – нижчі ( )0p pS S∗ ≤ . Зону, де лежать перші траєкторії, умовно 
назвемо зоною розтягу, а зону, де лежать другі траєкторії, – зоною стиску. Межами зон 
розтягу і стиску в просторі ( )5S є деяка конічна поверхня, що містить криву, по якій 
перетинаються початкова і наступна поверхня текучості. В площині 1 2S S−   межами є 
променеві траєкторії, що проходять через точки А і В перетину слідів поверхонь.  
 
Побудова діаграм повторного пластичного деформування за складного 
напруженого стану  
Розглянемо випадок, коли за базові характеристики матеріалу беруться границі 
пропорційності. 
Аналіз результатів досліджень показав, що побудову діаграм повторного 
деформування для випадків, коли траєкторії попереднього і повторного навантаження 
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лежать в одній чи в різних зонах доцільно здійснювати за двома різними методиками.,  
як і для одновісного розтягу і стиску, Вихідними даними для побудови діаграм є  
діаграма одновісного розтягу ( )pS Ф Э= , діаграма одновісного розтягу з періодичними 
розвантажуваннями, яка дозволяє побудувати криву границь пропорційності 
( )рр прS f Э
∗ =  і криву ( )р рс прЭ Эϕ∗ =  (див. рис.1), а також поверхня текучості 
(пропорційності)  матеріалу після попередньої деформації (див. рис.2). 
Розглянемо методику побудови діаграм для траєкторій, що лежать в зоні розтягу. 
Експериментальні дослідження пока-
зують, що діаграма повторного плас-
тичного  деформування ( )pS Ф Э∗ ∗∗=   
для  будь-якої траєкторії, що лежить в 
зоні розтягу, після деякої деформації 
p
сЭ
∗ практично збігається з ділянкою 
кривої одновісного розтягу ( )pS Ф Э= , 
якщо осі координат діаграми змістити 
на величину пластичної дефор-
мації 0
pЭ , якій відповідає на кривій 
границь пропорційності ( )рр прS f Э
∗ =  
напруження, рівне границі пропор-
ційності pS
∗  для розглядуваної траєк-
торії (рис. 3). Звідси порядок побудови 
діаграми полягає в наступному: 
визначаємо модуль радіус-вектора pS
∗  
точки перетину траєкторії повторного 
навантаження з поверхнею текучості 
(див. рис.2); з точки на осі ординат pS S
∗=  проводимо пряму, паралельну осі рЭ , до 
перетину з кривою ( )рр прS f Э
∗ = ; через точку перетину М проводимо вісь S ∗ . В осях 
координат S Э∗ ∗−  рівняння діаграми повторного деформування запишеться  
 ( )0p pS Ф Э Э∗ ∗= +  при p pcЭ Э∗ ∗≥ . (3) 
Початкова ділянка діаграми МС в межах 0 p pсЭ Э
∗ ∗≤ ≤  може бути апроксимована 
степеневою функцією  ( )рS F Э∗ ∗= , параметри якої знаходяться з умов гладкого 
спряження кривих ( )рФ Э  і ( )рF Э∗  в т. С :   
( ) ( ) ( ) ( );р р р рс с с сФ Э F Э Ф Э F Э∗ ∗′ ′= = .                                           (4) 
Для більшості матеріалів крива одновісного розтягу задовільно описується 
рівнянням 
 
Рис. 3. Схема побудови діаграм 
повторного пластичного деформування 
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 ( )0( ) nP ppФ Э S A Э= + , (5) 
де 0pS , A , n – параметри, що визначаються експериментально. Тоді  рівняння (3) 
прийме вигляд 
 ( )0 0 np ppS S A Э Э∗ ∗= + +  при p pсЭ Э∗ ∗≥ .                                  (6) 
 
Початкову ділянку діаграми опишемо  аналогічною степеневою функцією 
 ( )mppS S B Э∗ ∗ ∗= + при 0 p pсЭ Э∗ ∗≤ ≤ ,                                    (7) 
 
параметри якої згідно з умовами (4) будуть пов’язані з параметрами рівняння (6) 
співвідношеннями: 
 
( )
( )
( )
( )
1 1
10
;
n np р р
с с с
n mр p
с p p с
AnЭ Э An Э
m B
A Э S S m Э
− −∗
−∗ ∗
= =
− +
  
Деформація в точці спряження кривих 0
р р р
с сЭ Э Э
∗= + , а  деформація pсЭ∗  
визначається по кривій ( )р рс прЭ Эϕ∗ =  при 0р рпрЭ Э=  (див. рис.1). 
Щоб отримати діаграму повторного пластичного деформування для траєкторій, 
що лежать в зоні стиску, після попереднього розтягу необхідно побудувати криву 
границь пропорційності ( )рр прS f Э
∗ =  при стиску, яка є еквідистантною з кривою 
границь пропорційності ( )рр прS f Э
∗ =  при розтягу і пов’язана з нею співвідношенням 
0( )рp пр pS f Э Sμ∗ = − , 
деμ  –  параметр рівняння Мазінга-Москвітіна (1). 
Надалі порядок побудови діаграми полягає в наступному: визначаємо модуль 
радіус-вектора pS
∗  точки перетину траєкторії навантаження, яка характеризується 
певним співвідношенням 1 2SK S S= , з поверхнею текучості (див. рис.2); з точки на осі 
ординат pS S
∗=  (див. рис.3) проводимо пряму, паралельну осі рЭ , до перетину з 
кривою  ( )ppS f Э= ; через точку перетину N проводимо вісь S ∗ ; т.O∗  перетину осі S ∗  
з кривою ( )рр прS f Э
∗ =  приймаємо за початок системи координат S Э∗ ∗− , осі якої 
паралельні і напрямлені протилежно осям рS Э− ; використовуючи принцип Мазінга-
Москвітіна, будуємо в системі координат S Э∗ ∗−  діаграму повторного деформування, 
рівняння якої матиме вигляд 
( )рS Ф Эμ μ∗ = . 
Параметр μ  можна визначити за значеннями границь пропорційності, що були 
використані для побудови поверхонь текучості: 
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max max
0
p p
p
S S
S
μ
∗ ∗+= . 
В координатах рS Э∗ ∗−  рівняння діаграм повторного пластичного деформування 
запишуться (див. рис.3): 
 ( ) ( )0р p pS Ф Э S Sμ μ μ∗ ∗= − − . (8) 
З урахуванням апроксимації кривої розтягу рівнянням (5) отримаємо 
 ( )nрpS S A Эμ μ∗ ∗= + .  (9) 
Слід зауважити, що згідно з постулатом ізотропії  діаграма повторного 
деформування початково ізотропних матеріалів залежить від кута між траєкторіями 
попереднього і повторного навантаження та величини попередньої деформації і не 
залежить від орієнтації траєкторій в просторі напружень. А це означає, що задача 
побудови діаграми повторного деформування для будь-яких згаданих вище траєкторій, 
кут між якими дорівнює α , зводиться до знаходження діаграми повторного 
деформування для траєкторії, що складає кутα  з траєкторією одновісного 
попереднього розтягу або стиску. 
Якщо за базові характеристики матеріалу взяти границі текучості, визначені за 
технічнім допуском 0,2% на пластичну деформацію, тоді слід наступних поверхонь 
текучості буде описуватися зміщеним колом, крива границь текучості при розтягу 
( )рТ прS f Э
∗ = практично збіжиться з кривою розтягу ( )pS Ф Э= , крива  границь текучості 
при стиску ( )рТ прS f Э
∗ =  буде еквідистантною з кривою границь текучості при розтягу і 
пов’язана з нею співвідношенням 0( )рТ пр ТS f Э Sμ∗ = − . Методики побудови діаграм 
залишаться такими ж. У цьому випадку стане неможливим описати початкову ділянку 
діаграм повторного деформування для траєкторій, що лежать в зоні розтягу, але 
кількість необхідних базових дослідів зменшиться до двох (при одновісному розтягу і 
стиску). 
 
Результати експериментальної перевірки 
Для перевірки достовірності запропонованих методик були використані 
результати експериментальних випробувань сталі 40Х в умовах плоского напруженого 
стану, який був реалізований навантаженням трубчастих зразків осьовою силою та 
внутрішнім тиском [ ]4 .  
В просторі напружень 1 2S S−  траєкторії попереднього навантаження 
характеризуються співвідношенням між напруженнями 1 2SK S S= ,. траєкторії 
повторного навантаження – співвідношенням 1 2SK S S
∗ ∗ ∗= . 
З використанням даних, наведених на рис.1 і 2,б були побудовані діаграми 
повторного деформування для траєкторій, які після попереднього навантаження при 
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,0SK = ±∞  до 2,5%рпрЭ =  знаходились як в зоні розтягу ( 0p pS S∗ >  ) (рис.4,а), так і в зоні 
стиску ( 0p pS S
∗ <  ) (рис.4,б).       
 
Рис. 4. Діаграми деформування сталі 40Х при повторному навантаженні по 
траєкторіях з різним співвідношенням 1 2SK S S
∗ ∗ ∗= : 1 – 0; 2 – 1 3 ; 3 – 3 ; 4 – 1 3− ;   
5 – ∞ ; 6 – −∞ ; а – траєкторії SK ∗  знаходяться в зоні розтягу, лінії 1-6 – 
експериментальні криві, 0 – крива одновісного розтягу, з якою збігаються розрахункові 
криві 1-6; штрихова лінія – крива границь пропорційності; б – траєкторії SK
∗  
знаходяться в зоні стиску, точки – експериментальні дані, лінії – розрахункові криві 
 
Як видно із рис.4,а, експериментальні криві 1 – 6  незначно відхиляються від 
розрахункових, які при побудові у зміщених координатних осях збігаються з кривою 
одновісного розтягу 0.  Одержано також добре узгодження експериментальних  даних з 
кривими, розрахованими за допомогою узагальненого принципу Мазінга-Москвітіна 
(див. рис.4,б).  
 
Висновок  
Запропоновано методики побудови узагальнених діаграм пластичного 
деформування в координатах “інтенсивність напружень – інтенсивність пластичних 
деформацій”  при повторному навантаженні по довільно орієнтованій в просторі 
напружень променевій траєкторії. Причому величина попередньої пластичної 
деформації і кут між траєкторіями попереднього і повторного навантаження може бути 
довільним. Методики базуються на використанні концепції поверхні текучості і 
узагальненого на складний напружений стан принципу Мазінга-Москвітіна. 
Експериментальна перевірка методу, проведена на сталі зі складною трансформацією 
поверхні текучості під час деформування, дала задовільні результати. 
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DESIGN METHODOLOGY OF PRISMATIC FORM TOOL FOR LATHE 
 
Abstract 
The paper presents one of the possible ways for efficient design of prismatic form tool 
for lathe. The aim of research was to study theoretically and experimentally the design 
methodology of prismatic form tool for lathe. The starting point in defining the methodology 
was interrelation between the tool for lathe and the work piece during a turning operation, 
method of conjugate surfaces and basics of analytical geometry. Mathematical model was 
established for a chosen work piece profile and based on it a program was written, whereby 
technical documentation was generated for prismatic form tool. Technical documentation 
served to design the technology and thus mathematical model, i.e. design methodology was 
verified. The results have provided conditions for further research and development of 
prismatic form tools for lathe. 
 
Keywords: Methodology, Prismatic form tools, Lathe 
1. INTRODUCTION 
Increase of machining system productivity and reduction of machining cost is achieved 
by improvement of the machining features and capacity of all machining system components: 
machine tools, cutting tool, fixtures and jigs, measuring and control tools. In the coming 
